PRELEGEREA 3
STATICA STRUCTURILOR CU ZABRELE

3.1 Elemente si ansambluri structurale

Elementul structural zabrea (sau bara dublu articulatd) este elementul structural cu o
dimensiune geometricdi mult mai mare decat celelalte doud, lungimea L, cu aria sectiunii
transversale, constantd, A4, constituit dintr-un material caracterizat de modulul de elasticitate,
constant, £, la care deplasdrile extremitatilor si fortele corespunzitoare se manifestd dupad directia
axei longitudinale (figura 3.1).

Pentru studiul deformadrii elastice a elementului structural zabrea se definesc parametrii
proprii d;, d», f1, f>, raportati la reperul propriu reprezentat prin axa x dispusd longitudinal
elementului (figura 3.1).
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Figura 3.1 Element structural zabrea in sistemul de axe propriu x

Ecuatia matriceald de echilibru static a elementului structural zabrea, stabilitd prin metodele
staticii structurilor, este data de relatia 3.1.1a,

EA_E4
L L | dl _ fl
_EA B 4]
L L
sau in exprimare matriceald, compacta, de forma: (3.1.1a)

[ke]-{d}=1{f}

unde: [ke] este matricea de rigiditate a elementului structural zabrea raportata la parametrii proprii
i, dZaﬁ s f2>
{d} - vectorul deplasirilor extremitatilor elementului structural zibrea sau parametrilor
principali proprii d;, d>;
{f} - vectorul fortelor care actioneazi la extremitatile elementului structural zibrea sau
parametrilor secundari proprii f;, f>.

Structurile cu zabrele se pot organiza dupa o directie (putin interesante), dar, de cele mai
multe ori, dupd doua directii (in plan, figura 3.2) si dupa trei directii (in spatiu).
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Figura 3.2 Structurd pland cu elemente structurale zabrea in sistemul de axe structural XY

Pentru fiecare nod i al unei structuri plane cu zabrele se definesc cate doi parametri principali,
Dy si Dy, primul fiind translatie dupad prima axa a reperului structurii (obisnuit X) si al doilea
translatie dupa cea de a doua axa a reperului structurii (obignuit Y); pentru o structurd cu n noduri se
definesc 2n parametri principali. Parametrii secundari sunt fortele care actioneaza la nodurile
structurii Fy;; si Fy; pentru o structurd cu n noduri se definesc 2n parametri secundari. Parametrii
sunt pozitivi dacd vectorii ce 1i definesc au acelasi sens cu sensul pozitiv al axei cu care sunt
paraleli. Din aceste considerente ecuatia matriceald de echilibru mecanic a structurii plane contine
2n ecuatii.
nodurilor de conectare ale structurii plane, elementul structural zabrea capdtd deplasari si forte
fictive la extremitati, pe directia transversald axei longitudinale, y, (figura 3.3), ecuatia matriceala
de echilibru static raportatd la parametrii proprii fiind data de relatia 3.1.1b.
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Pentru fiecare nod i al unei structuri spatiale cu zabrele se definesc cate trei parametri
principali D3> D3;; i D3;, primul fiind translatie dupa prima axa a reperului structurii (obisnuit X),
al doilea translatie dupa a doua axa a reperului structurii (obisnuit Y) si al treilea translatie dupa a
treia axa a reperului structurii (obisnuit Z); pentru o structurd cu n noduri se definesc 3n parametri
principali. Parametrii secundari sunt fortele care actioneaza la nodurile structurii F3.5, Fi7 $1 F3;
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pentru o structurd cu z noduri se definesc 3n parametri secundari. Din aceste considerente ecuatia
matriceald de echilibru mecanic a structurii spatiale contine 3» ecuatii.

nodurilor de conectare ale structurii spatiale, elementul structural zébrea capata deplasari si forte
fictive la extremitati si pe cea de a doua axa transversald axei longitudinale, z, ecuatia matriceala de
echilibru static raportatd la parametrii proprii fiind data de relatia 3.1.1c.

ETA 00 —ETA 0 ol (d) [f
0 00 0 0 0f|4 /s
0 00 0 0 0|4 f

: - (3.1.1¢c)
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3.2 Statica matriceala clasica pentru analiza structurilor plane cu zabrele
3.2.1 Ecuatiei matriceala de echilibru static a elementului structural zabrea

Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static pentru elementul structural zabrea, e, al unei
structuri cu zabrele plane cu n noduri, implicd parcurgerea unui proces etapizat.

Etapa 1.1. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static prin raportare la parametrii proprii,
cu proiectarea acestora in sistemul de referintd propriu xy (in aceastd etapd notatiile utilizeaza
minuscule pentru componentele matricei de rigiditate raportate la parametrii proprii elementului
insotite de e pentru indicarea apartenentei la elementul structural curent), relatia E1.1,

0 0 0 ofJh{_J
0 0 o0 o W) Us
sau (E1.1)

[ke]-{d}=1{1}

Etapa 1.2. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static prin raportare la parametrii
structurali aferenti elementului curent e (De,, ,, De,;,De,, ,,De, ., Fe5,_,, Fey, Fe;. ,, Fe3;), cu
proiectarea acestora in sistemul de referintd unic XY (in aceastd etapa notatiile utilizeaza majuscule
pentru componentele matricei de rigiditate raportate la parametrii structurii aferenti elementului e

iar e-indice superior pentru fractiunea de participare a elementului curent la ansamblul structural),
relatia E1.2,
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e
Ke,, Ke,, Ke , Ke,, De,, , Fe;,

Ke,, Ke,, Ke,; Ke,, De,, B Fes,
Ke;, Ke;, Ke;; Ke,, Der—I Fe;j—]
Ke,, Ke,, Ke,; Ke,, De, Fej,
sau (E1.2)

[kel- (De} - {Fe’}

Parametrii proprii ai extremitdtilor elementului structural plan zabrea sunt proiectati pe
directiile parametrilor structurali aferenti ai nodurilor de conectare, cu ajutorul matricei de
transformare prin rotire, 7, care are ca elemente componente cosinusii directori ai axelor proprii (x
si y) definiti functie de reperul structurii (XY). In cazul structurilor plane cu elemente structurale
zabrea matricea de transformare prin rotire este de forma:

cos(er) sin(@) 0 0
—sin(a) cos(@) 0 0
- 0 0 cos(er) sin(@)
0 0 —sin(a) cos(@)

unde: o este unghiul masurat, in sens pozitiv, de la axa de referintd X citre axa de referinta x
(antiorar).

Matricea T este o matrice ortogonald si are proprietatea ca inversa coincide cu transpusa:
[T =[]
Relatiile de legatura dintre parametrii proprii §i parametrii structurali aferenti sunt:
ld}=[r]-ipe y=[r]-Fe

care, Inlocuite in relatia E1.1 si operat corespunzator, conduc la stabilirea matricei de rigiditate a
elementului structural zdbrea plan raportatd la parametrii structurali aferenti elementului e:

[Ke] =[] - [ke]-[T]

In cazul structurilor spatiale cu elemente structurale zabrea, matricea de transformare prin
rotire este de forma:

c, c, c,
r-|_ c.c, . c,c,
s s
e, &
L s s

unde: ¢y, ¢y, ¢; sunt cosinusi directori;
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Etapa 1.3. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static prin raportare la parametrii
structurii, obtinutad prin completarea cu ecuatii fictive corespunzatoare parametrilor structurii ce nu
sunt aferenti sau nu apartin elementului structural zdbrea (in aceastd etapa notatiile utilizeaza
majuscule pentru componentele matricei de rigiditate raportate la parametrii structurii si e-indice
superior pentru fractiunea de participare a elementului curent e la ansamblul structural):

[ e e 1 1 (e
K;, ... K;, D, F,
. « o . . . .

e e e
_KZn,I ¢ KZn,Zn_ \D2n, \an)

sau (E1.3)

unde: [K e] este matricea de rigiditate a elementului structural zabrea raportatd la parametrii
structurii (fractiune a matricei de rigiditate a structurii);
{D} - vectorul deplasarilor nodurilor structurii sau parametrilor principali ai structurii
D]...Dz,,;
{ e} - fractiunea vectorului fortelor nodurilor structurii sau parametrilor secundari ai

structurii F/... F, .

3.2.2 Analiza statica a structurii plane cu zabrele

Enuntarea problemei: sa se efectueze analiza statica a structurii plane cu zabrele
(determinarea deplasarilor nodurilor, fortelor din reazeme si solicitarilor/eforturilor din elementele
structurale), caracteristicile geometrice si mecanice, precum si schema statica si incércarile fiind
precizate pe figura 3.4.

Rezolvarea problemei: aplicatia utilizeaza notatii pentru variabile si operatori corespunzand
programului de calcul matematic Mathcad (simbolul := are intelesul de atribuire).
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Figura 3.4 Structura pland cu zabrele si modelul discret corespunzator
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Etapa 1, stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static pentru fiecare zdbrea:

Elementul zabrea 1 (figura 3.5.1)
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Figura 3.5.1 Parametrii si sistemul de referintd pentru elementul zdbrea 1

Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii elementului

1 0-10 29698.485 0 —29698.485 0
E-A 0000 0 0 0 0

kel =| —— |- kel =
H.\/E -10 1 0 —29698.485 0 29698.485 0
0000 0 0 0 0

Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurii aferenti elementului

cos (oc) sin(oc) 0 0
o E — —sm((x) cos((x) 0 0 Il TlT-kel~T1
4 0 0 cos ((x) sin(oc)
0 0 —sin((x) cos ((x)

14849.242 14849.242 —-14849.242 —14849.242
14849.242 14849.242 —-14849.242 —14849.242
—14849.242 —14849.242 14849.242 14849.242
—14849.242 —14849.242 14849.242 14849.242

Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurii

k13’3 k13’4 k13,1 k13’2 00

k143k144k141k14200

> s > s

Ki=| 1,3 1,4 S0 S,2
ki, 5 kly , k)| Kkl 5 00
0 0 0 0 00

0 0 0
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14849.242 14849.242 -14849.242 —14849.242 0 0
14849.242 14849.242 —14849.242 —-14849.242 0 0
—14849.242 —14849.242 14849.242 14849.242 0 O
Ki= —14849.242 —14849.242 14849.242 14849.242 0 0
0 0 0 0 00

0

0 0 0 0 0

Elementul zabrea 2 (figura 3.5.2)
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Figura 3.5.2 Parametrii si sistemul de referintd pentru elementul zibrea 2

Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii elementului

1 0-10 29698.485 0 —29698.485 0
(EAY|0 00 0 o 0 0 0
kez':(H._\/zj" -10 10 ~29698.485 0 29698.485 0
0000 o 0 0 0

Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurii aferenti elementului

cos(a) sm(a) 0 0
" o —sin (x) cos(oc) 0 0 12— T k2 T2
4 0 0 cos(oc) s1n((x)
0 0 —sin(oc) cos((x)

14849.242 —14849.242 —14849.242 14849.242
—14849.242 14849.242 14849.242 —-14849.242
—14849.242 14849.242 14849.242 —-14849.242
14849.242 —14849.242 —14849.242 14849.242

Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurii
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k21’1 k21’2 00
k22’1 k22,2 00
0 0 00
K2:=
0 0

14849.242 —-14849.242 0 0
—14849.242 14849.242 0 0
0 0 00
0 0 00
—14849.242 14849.242 0 0
14849.242 —14849.242 0 0

K2=

Elementul zabrea 3 (figura 3.5.3)

—14849.242 14849.242
14849.242 —-14849.242
0 0
0 0
14849.242 —-14849.242
—14849.242 14849.242
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Figura 3.5.3 Parametrii si sistemul de referinta pentru elementul zabrea 3

Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii elementului

1 0 -1

EA 0 0 0

ke3:=| — |-
2H -1 0 1

0 00

oS O o O

Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurii

21000 0 -21000 O

0 0 0

—-21000 0 21000 0

0 0 0

aferenti elementului

cos(a3) sin(a3) 0 0
—sin(a3) cos(a3 0 0
1y | TSnE) cos(ed)
0 0 cos(a3) sin(a3)
o =0 0 0 —sin(a3) cos(a3)

21000 0 -21000 O

0 0

0 0

-21000 0 21000 O

0 0
Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurii

34

0 0

Ke3 == T3! -ke3-T3



0 0 0
0 0 0

00 k31,1 k31’2 k31,3 k31’4

K3:=
00 k32 1 k32,2 1(32,3 k32,4

>

00 1{33,1 k33’2 1(33,3 k33’4

00 k3»4,1 k34’2 k3»4,3 k34’4

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 21000 0 —21000 O
0 0 0 0 0
0 -21000 0 21000 0O
0 0 0 0 0

K3 =

S O O O o o

Etapa 2, stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static a structurii:

K: =K1+ K2+ K3

29698.485 0 —14849.242 —14849.242 —14849.242 14849.242
0 20698.485 —14849.242 —14849.242 14849242 —14849.242
—14849.242 —14849.242 35849.242 14849.242  -21000 0
K= —14849.242 —14849.242 14849.242 14849.242 0 0 |K|
—14849.242 14849.242  -21000 0 35849.242 —-14849.242
14849.242 —14849.242 0 0 —14849.242 14849.242
Etapa 3, introducerea conditiilor la limita (cl):
Kcl:= A Kcl_(29698'485 0 j |Kcl| = 882000000
K2,1 K2,2 0 29698.485

0
Fcl:=
-100

Etapa 4, determinarea deplasarilor necunoscute (nec):

0
Dnec :=Isolve (Kcl,Fcl)  Dnec =
—-0.003

- generarea vectorului deplasarilor:
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Dnec

Dnec

[ L = )]

Etapa 5 (auxiliard), determinarea fortelor din reazeme:

Fnec3 =

Fnec5 :=

- generarea vectorului fortelor:

T
K<3> D

T
K< 5

T
Fnec3 = (50)  Fnecd =K% D
(0"
Fnec5 = (-50) Fnec6: =K~ -D
Fcl1
Fcl2 0
-100
Fnec31 50
F:= F=
Fne:c41 50
Fnecs, =30
50
Fnec61

Fnec4 = (50)

Fnec6 = (50)

Etapa 6 (auxiliard), determinarea eforturilor din elementele structurale:

Elementul zabrea 1

[O%)

o O O U

Dl1:

Elementul zabrea 2

D2 :=

fel :=kel-T1-D1

fe2 := ke2-T2-D2
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Elementul zabrea 3

D
3 0
D 4 0
D3:= fe3 := ke2-T3-D3 fe3 =
D 0
5
0
D6

3.3 Stabilirea prin MEF - formularea directa
a ecuatiei matriceale de echilibru static - cu raportare la parametrii proprii
pentru elementul finit plan tip zibrea

In MEF, stabilirea ecuatiei matriceale de echilibrului static raportati la parametrii proprii
elementului, pentru elementul finit zdbrea, implica un proces de calcul etapizat.

Etapa 1.1.1. 1dentificarea problemei.

Fie elementul (structural/finit) zabrea de lungime L, caracterizat de aria sectiunii transversale,
constantd A4, si modulul de elasticitate, constant £, cu axa proprie x orientatd pozitiv de la

extremitatea / catre extremitatea 2, deplasdrile si fortele manifestandu-se la extremitatile sale
(figura 3.6).

L L
- » =
1 E.AL 2
dl 42
xl x

Figura 3.6 Definirea elementului (structural/finit) zabrea

Problema consta in gasirea, in sistemul de referintd propriu elementului, a unei relatii intre
vectorul parametrilor proprii principali, constituit cu deplasarile extremitatilor elementului zabrea
{d }, si vectorul parametrilor proprii secundari, constituit cu fortele corespunzatoare { f }, de forma
data de relatia E1.1.1.

[ke]-{d}= {1} (E1.1.1)

Etapa 1.1.2. Gasirea functiei, convenabile, de aproximare a deplasarii in sectiunea curenta,

d(x).

Se face ipoteza ca pe toatd lungimea elementului zabrea deplasarea d(x) este data de o functie
cu variatie liniara (polinomiald), care, matriceal, este de forma data de relatia E1.1.2

(@)= la, + - x) =i x].{ }

Q,
a,
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sau compact, de forma: (E1.1.2)
ld@}=[ow]{a}

unde: [@( x )] este matricea functiei de aproximare;
o,  sunt coordonatele generalizate ale deplasarii.

Etapa 1.1.3. Stabilirea relatiei matriceale dintre vectorul deplasarilor in sectiunea curenta,
d(x), si vectorul deplasarilor extremitatilor elementului zibrea, {d }

Se face afirmatia ca relatia E1.1.2 este valabild inclusiv In extremitatile elementului zabrea si
aceasta se poate scrie simultan matriceal:

-fe )il e

la}=[4]" {4}

care prin inlocuire in relatia E1.1.2 conduce la relatia E1.1.3

de unde rezulta:

d@i=[oE)]-[4]" {at=[Vx) N, {Zl

2

}le(x)'d1+N2(x)'d2

sau compact: (E1.1.3)

@)} =[N)]-{d}

unde: N;(x), N»(x) sunt functiile de forma ale elementului (finit) tip zabrea (aferente parametrilor
principali), egale cu:

X, —X —-X,+X
: N,(x)= L

N,(x)= I I

sau, pentru cazul in care originea sistemului de referintd propriu se alege in extremitatea 1 (x;=0,
x»>=L), egale cu:

Ny(x)=1-7 No(x)=7

Functiile de forma sunt functii de pondere, avand proprietatea de a lua valoare maxima
(unitard) in extremitatea in care actioneaza parametrul principal aferent si valoare minima (zero) in
extremitatea opusd; suma tuturor functiilor de forma are valoare unitara.

in implementarea pe calculator a programelor bazate pe metoda elementului finit este
importanta exprimarea functiei deplasarilor prin intermediul functiilor de forma.
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Etapa 1.1.4. Stabilirea relatiei matriceale dintre vectorul deformatiei specifice in sectiunea
curentd, £(x), si vectorul deplasarilor extremitatilor elementului tip zabrea, {d }

Se pleaca de la definitia deformatiei specifice pentru zabrea, relatia E1.1.4:

fo)) = {ad(x)} _ {a([N(x)]. {d})} _ [a[zv(x)]} Al {aNl (x) ON, (x)} ' {dl }

Ox Ox Ox Ox Ox d,

sau compact: (E1.1.4)

{e(x)}=[B]-{d}

unde:

a4 4]

Etapa 1.1.5. Stabilirea relatiei matriceale dintre vectorul eforturilor in sectiunea curents,
{J( X )}, si vectorul deplasdrilor extremitatilor elementului tip zabrea, {d }

Se pleaca de la definitia deformarii elastice pentru zabrea, relatia E1.1.5:
lo(x)}=1{E &(x)}=[D]-[B]-d}
sau compact: (E1.1.5)
lo(x)}=[H]-{d}

unde [D] este matricea caracteristicilor mecanice a elementului tip zabrea;
[H] - notatia consacrata a produsului [D]-[B].

Etapa 1.1.6. Stabilirea relatiei matriceale dintre vectorul deplasarilor extremitatilor
elementului tip zabrea, {d}, si vectorul fortelor corespunzitoare, {f}.

Se pleacd de la definitia lucrului mecanic, exprimarea in deplaséri virtuale (aplicat Intregului
volum al elementului tip zébrea), pentru cel interior:

L, = [ o) {o(x)}-av =

4

-l a7)-(01- 18] -av -
- [loT ok la) s
L=d  fi+d;-f,=ld"} -{r)
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si se impune egalitatea lor, pentru existenta echilibrului static (L;,, ~ Lex).
Dupa egalarea celor doi termeni si efectuarea simplificarilor (considerand cd nu toate
deplasarile virtuale sunt egale cu zero) se obtine relatia E1.1.6

[A.“B]f .[D]-[B]-dZJ-{d}= 7}

sau compact: (E1.1.6)

[ke]-d}= {1}

ceea ce coincide cu relatia E1.1.1 si care trebuia gasita.

Integrala ce defineste matricea de rigiditate poate fi rezolvatd fie aproximativ, prin integrare
numerica dupa o directie, fie exact (si in aceasta situatie este posibil), prin Tnlocuirea termenilor si
efectuarea operatiilor indicate, in final obtinandu-se:

B4 _EA
L L .dlz.fl

_EA By
L L

Ecuatia de echilibru static de mai sus este identicad cu cea cunoscutd din statica matricealda
clasica (3.1.1a). In felul acesta elementul structural plan tip zdbrea a devenit element finit tip
zabrea, din categoria elementelor finite unidimensionale (/D).
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